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Введение

Начиная с классической работы Рамсея [1] одним из важнейших направлений в матема-
тической экономике является исследование моделей оптимального экономического роста. Эти
модели обычно формулируются в виде задач оптимального управления с бесконечным гори-
зонтом (на бесконечном интервале времени), что существенно затрудняет их исследование по
сравнению со стандартными задачами на конечных интервалах. Данной тематике посвящена
обширная литература (см. [2–4]), при этом, как правило, рассматриваются задачи оптималь-
ного управления основными производственными фондами (капиталом) и запасами ресурсов.

Настоящая работа продолжает начатое в [5] изучение модели оптимального экономическо-
го роста, в которой управление осуществляется посредством стимулирования спроса. Данная
модель построена на основе известной модели экономических циклов Калдора [6]. В качестве
управления в ней рассматривается доля сбережений, перераспределяемая в каждый момент
времени в потребление в результате проводимой центральным планирующим органом полити-
ки стимулирования спроса. Критерий качества процесса управления задается несобственным
интегралом с дисконтированием от функции мгновенной полезности, характеризующей темпы
роста национального дохода с учетом расходов на стимулирование спроса.

Ранее управляемая версия модели Калдора, в которой в качестве управления также вы-
ступала доля сбережений, перераспределяемая в потребление, рассматривалась в работе [7],
где, в частности, показано, что в некоторых ситуациях стимулирование спроса (≡ потребления)
приводит к качественному улучшению долговременной динамики системы. Однако в работе [7]
рассмотрение было сфокусировано на вопросах оптимизации ее стационарных режимов.

Целью настоящей работы является развитие и усиление результатов, полученных в [5].
Усилен результат об аппроксимации исходной задачи с бесконечным горизонтом последова-
тельностью стандартных задач на конечных интервалах (см. [5], лемма 2.1). Дано развернутое
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доказательство ключевой леммы о равномерной отделимости допустимых траекторий от ну-
ля — леммы 1.2 из [5]. При помощи развитого метода получен вариант принципа максимума
Понтрягина для рассматриваемой задачи в нормальной форме с сопряженной переменной,
удовлетворяющей дополнительному поточечному условию.

1. Постановка задачи

Рассмотрим следующую задачу оптимального управления (см. [5]):

J(Y (·), u(·)) =
∞∫

0

e−ρt
[
lnY (t)− ωγ2

2
(u(t)Y (t))2

]
dt→ max, (1.1)

Ẏ (t) = α [I(Y (t),K(t))− (1− u(t))S(Y (t))] , (1.2)

K̇(t) = I(Y (t),K(t)) − δK(t), (1.3)

Y (0) = Y0, K(0) = K0, (1.4)

u(t) ∈ U = [0, 1]. (1.5)

Здесь Y (t), K(t) — величины национального дохода и капитала в момент времени t ≥ 0,
α > 0 — поправочный коэффициент, характеризующий скорость реакции системы, δ > 0 —
норма амортизации основных фондов. Параметр дисконтирования ρ > 0 характеризует вре-
менное предпочтение, а параметр ω > 0 характеризует стоимость стимулирования спроса.
Начальные состояния Y0 > 0 и K0 > 0 считаются фиксированными.

Функции инвестиций I(Y,K) и сбережений S(Y ) имеют вид

I(Y,K) =





I(Y )− βK при K ≤ I(Y )

β
,

0 при K >
I(Y )

β
,

S(Y ) = γY, (1.6)

где β > 0, 0 < γ < 1, а функция I : [0,∞) 7→ R
1 логистическая. Параметр γ характеризует

эндогенную величину сбережений S(Y (t)) = γY (t) в момент t ≥ 0.
Функция мгновенной полезности в задаче (1.1)–(1.5) имеет вид (см. (1.1))

g(Y, u) := lnY − ϕ(Y, u) = lnY − ωγ2

2
(uY )2. (1.7)

Здесь логарифмическая часть функции g(·, ·) является частным случаем используемой в эко-
номике (см. [2], Ch. 2) изоэластичной функции мгновенной полезности cθ(·) вида

cθ(Y ) =





Y 1−θ − 1

1− θ
при θ ≥ 0, θ 6= 1,

lnY при θ = 1,

Y > 0,

в случае θ = 1.
Заметим, что с точки зрения максимизации функционала (1.1) использование в качестве

функции мгновенной полезности логарифма национального дохода (функции t 7→ lnY (t)) эк-
вивалентно использованию его темпов роста (т. е. функции t 7→ Ẏ (t)/Y (t)) (см. [8], пример 1.3).

В экономической литературе расходы на осуществление инвестиций часто моделируются
при помощи квадратичной функции (см. [9], Part 1). Поэтому квадратичная часть

ϕ(Y, u) =
ωγ2

2
(uY )2
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функции мгновенной полезности (1.7) может интерпретироваться как расходы, связанные со
стимулированием спроса на величину γuY с коэффициентом пропорциональности ω/2 > 0.

В качестве фазовой переменной в задаче (1.1)–(1.5) будем рассматривать вектор x =
(x1, x2) = (Y,K). В качестве допустимых управлений системы (1.2), (1.3) будем рассматри-
вать все измеримые по Лебегу функции u : [0,∞) → [0, 1]. Если заданы начальное состояние
x0 = (Y0,K0) ∈ G = {(Y,K)) : Y > 0,K0 > 0} и допустимое управление u(·), то соответству-
ющая допустимая траектория x(·) = (Y (·),K(·)) есть определенное на некотором интервале
[0, τ), τ > 0, в G локально абсолютно непрерывное решение системы (1.2), (1.3) с начальным
состоянием x(0) = (Y (0),K(0)) = x0. Для любого начального состояния x0 ∈ G и произволь-
ного допустимого управления u(·) соответствующая допустимая траектория x(·) = (Y (·),K(·))
определена в G на всем бесконечном интервале [0,∞), и справедлива оценка ([5], лемма 1.1)

Y0e
−αγt ≤ Y (t) < Y0 + αγI∞t, t ≥ 0. (1.8)

Нетрудно видеть, что в силу оценки (1.8) существуют такие постоянные A ≥ 0 и B ≥ 0,
что для любой допустимой пары (x(·), u(·)), x(·) = (Y (·),K(·)), при всех t ≥ 0 имеем

e−ρt
∣∣∣ lnY (t)− ωγ2

2
(u(t)Y (t))2

∣∣∣ ≤ δ(t) = e−ρt
(
A+Bt2

)
. (1.9)

Отсюда получаем, что для любой допустимой пары (x(·), u(·)) несобственный интеграл в (1.1)
сходится. Оптимальность допустимой пары (x∗(·), u∗(·)), x∗(·) = (Y∗(·),K∗(·)), будем понимать
в сильном смысле, т. е. в смысле максимизации функционала (1.1). В силу теоремы 2.1 из [8]
в задаче (1.1)–(1.5) существует оптимальное допустимое управление.

2. Построение последовательности аппроксимирующих задач

Для краткости будем записывать управляемую систему (1.2), (1.3) в следующем виде:

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) = f0(x) + f1(x)u, (2.1)

где
f0(x) =

(
α(I(x1, x2)− γx1), I(x1, x2)− δx2

)
, f1(x) =

(
αγx1, 0

)
.

Здесь x = (x1, x2) = (Y,K), x0 = (Y0,K0) ∈ G и u ∈ [0, 1].
Для функции мгновенной полезности будем использовать обозначение (см. (1.7))

g(x, u) = lnx1 − ωγ2

2

(
ux1
)2
, x = (x1, x2) = (Y,K) ∈ G, u ∈ [0, 1]. (2.2)

Тогда задача (1.1)–(1.5) принимает вид

J(x(·), u(·)) =
∞∫

0

e−ρtg(x(t), u(t)) dt → max, (2.3)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (2.4)

x(0) = x0, (2.5)

u(t) ∈ U = [0, 1]. (2.6)

В рассматриваемом здесь случае функция f(·, ·), вообще говоря, не является непрерывно
дифференцируемой по фазовой переменной x, она удовлетворяют только условию Липшица.
Заметим также, что функция f(·, ·) аффинная по управлению u (см. (2.1)), а функция g(·, ·)
содержит логарифмическую особенность по переменной x1 вблизи нуля (см. (2.2)).
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Задачи оптимального управления с бесконечным горизонтом изучались многими авторами
в случае, когда обе функции f(·, ·) и g(·, ·) непрерывно дифференцируемы по фазовой перемен-
ной x (см. [4;8;10–14]). В случае, когда функции f(·, ·) и g(·, ·) липшицевы, эта задача рассмат-
ривалась в работах [15;16]. Однако в силу логарифмической особенности функции мгновенной
полезности задача (2.3)–(2.6) не укладывается в рамки сделанных в этих работах предположе-
ний. Далее для получения необходимых условий оптимальности для задачи (2.3)–(2.6) будет
использоваться метод аппроксимаций (см. [8; 11]).

Опишем используемую аппроксимационную схему. Данная схема является модификацией
аппроксимационной схемы из ([8], § 7) применительно к случаю задачи (2.3)–(2.6).

Пусть (x∗(·), u∗(·)), x∗(·) = (Y∗(·),K∗(·)) — некоторая оптимальная пара в задаче (2.3)–(2.6).
Выберем такую монотонно возрастающую последовательность {Ti}∞i=1 положительных момен-
тов времени Ti, что lim

i→∞

Ti = ∞ и (см. (1.9))

∆(Ti) =

∞∫

Ti

δ(t) dt ≤ 1

i2i
. (2.7)

При i = 1, 2, . . . рассмотрим следующую задачу на конечном интервале [0, Ti]:

J̃i(x(·), u(·)) =
Ti∫

0

e−ρt
[
g(x(t), u(t)) − 1

i
‖u(t)− u∗(t)‖2

]
dt→ max, (2.8)

ẋ(t) = f(x(t), u(t)), (2.9)

x(0) = x0 = (Y0,K0), (2.10)

u(t) ∈ [0, 1]. (2.11)

Здесь все данные в задаче (2.8)–(2.11) те же самые, что и в задаче (2.3)–(2.6). Основное ее
отличие от задачи (2.3)–(2.6) состоит в том, что она рассматривается на конечном интервале

времени [0, Ti], а интегральный функционал содержит штрафующий член −1

i
‖u(t)− u∗(t)‖2.

Для любого i = 1, 2, . . . в задаче (2.8)–(2.11) существует оптимальная допустимая пара
(xi(·), ui(·)) (см. [17]). Продолжим ее на весь бесконечный интервал [0,∞) произвольным до-
пустимым для задачи (2.3)–(2.6) способом.

Следующий результат усиливает лемму 2.1 из [5]. Его доказательство с небольшими изме-
нениями проводится аналогично доказательству леммы 7.1 из работы [8].

Лемма 1. Пусть u∗(·) — оптимальное допустимое управление в задаче (2.3)–(2.6), а

(2.8)–(2.11), i = 1, . . . , — соответствующая u∗(·) последовательность аппроксимирующих

задач. Наконец, пусть ui(·) — оптимальное управление в задаче (2.8)–(2.11). Тогда при п.в.

t ≥ 0 имеем

ui(t) → u∗(t) при i→ ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем произвольное T > 0. Пусть i1 — такое натуральное
число, что Ti1 ≥ T . Тогда для каждого i ≥ i1 имеем

J̃i(xi(·), ui(·)) =
Ti∫

0

e−ρt
[
g(xi(t), ui(t))−

1

i
‖ui(t)− u∗(t)‖2

]
dt

≤
Ti∫

0

e−ρtg(xi(t), ui(t)) dt−
e−ρT

i

T∫

0

‖ui(t)− u∗(t)‖2 dt,
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где xi(·) = (Yi(·),Ki(·)) — допустимая траектория управляемой системы (2.9), соответствую-
щая управлению ui(·).

Пусть x∗(·) = (Y∗(·),K∗(·)) — допустимая траектория, соответствующая управлению u∗(·).
В силу оптимальности управления ui(·) в задаче (2.8)–(2.11) и оптимальности управления u∗(·)
в задаче (2.3)–(2.6), условия (2.7), а также допустимости пары (x∗(·), u∗(·)) в задаче (2.8)–(2.11)
и допустимости пары (xi(·), ui(·)) в задаче (2.3)–(2.6) для всех i ≥ i1 получаем

e−ρT

i

T∫

0

‖ui(t)− u∗(t)‖2 dt ≤
Ti∫

0

e−ρtg(xi(t), ui(t)) dt− J̃i(x∗(·), u∗(·))

≤
Ti∫

0

e−ρtg(xi(t), ui(t)) dt − J(x∗(·), u∗(·)) +
1

i2i

≤ J(xi(·), ui(·))− J(x∗(·), u∗(·)) +
2

i2i
≤ 1

i2i−1
.

Следовательно,
T∫

0

‖ui(t)− u∗(t)‖2 dt ≤
eρT

2i−1
. (2.12)

Для k = 1, 2, . . . положим

χk(t) =

k∑

i=1

‖ui(t)− u∗(t)‖2, t ∈ [0,∞).

Тогда последовательность неотрицательных функций {χk(·)} монотонно не убывает, все функ-
ции χk(·) интегрируемы на [0, T ] и ввиду (2.12)

T∫

0

χk(t) dt ≤
eρT

2

(
1− 1

2k

)
<
eρT

2
.

Следовательно, в силу теоремы Леви ([18], гл. V, § 5, теорема 7) при п.в. t ∈ [0, T ] существует
конечный предел χ(t) = lim

k→∞

χk(t), т. е. ряд

∞∑

i=1

‖ui(t)− u∗(t)‖2 = lim
k→∞

χk(t) = χ(t)

сходится. Значит, при п.в. t ≥ [0, T ] имеем lim
i→∞

‖ui(t)−u∗(t)‖ = 0. В силу произвольности T > 0

отсюда вытекает, что lim
i→∞

ui(t) = u∗(t) при п.в. t ≥ 0.

Лемма доказана.

Вследствие аффинности системы (2.9) по управлению и леммы 1 для любого T > 0 имеем
xi(·) = (Yi(·),Ki(·)) → x∗(·) = (Y∗(·),K∗(·)) равномерно на интервале [0, T ] при i→ ∞.

3. Вспомогательные результаты

Пусть F : R
n → R

m — заданная вектор-функция, т. е. F (·) = (f1(·), . . . , fm(·)), где f i(·) —
скалярные функции, x ∈ R

n и функция F (·) липшицева в окрестности точки x. Тогда в силу
теоремы Радемахера функция F (·) дифференцируема почти всюду в окрестности точки x.
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Обозначим через ΩF множество (нулевой меры), где функция F (·) недифференцируема. Тогда
обобщенным якобианом функции F (·) в точке x называется множество (см. [19])

∂F (x) = conv { lim
xk→x

Fx(xk) : xk → x, xk /∈ ΩF}. (3.1)

Здесь Fx(xk) обозначает матрицу с компонентами f i
xj(xk), i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n, где

f i
xj(xk) — частная производная функции f i(·) по переменной xj в точке xk.

В рассматриваемом здесь случае липшицевой функции

f(x, u) =
(
I(x1, x2)− γ(1− u)x1, I(x1, x2)− δx2

)
, x = (x1, x2) = (Y,K),

для любого u ∈ [0, 1] частный обобщенный якобиан функции f(·, ·) по переменной x может
быть вычислен в каждой точке (x, u) ∈ G× [0, 1] в силу определения функции I(·, ·) (см. (1.6)).

Определим кривую Γ равенством

Γ =
{
(x1, x2) ∈ R

2 : x2 =
I(x1)

β
, x1 ≥ 0

}
. (3.2)

Следующий результат несложно вытекает из равенства (3.1).

Лемма 2. Для любой не принадлежащей кривой Γ (см. (3.2)) точки (x1, x2) ∈ G и любого

u ∈ [0, 1] имеем

∂xf(x
1, x2, u) =





(
α
(
I ′(x1)− γ(1− u)

)
−αβ

I ′(x1) −(β + δ)

)
, x2 <

I(x1)

β
,

(
−αγ(1− u) 0

0 −δ

)
, x2 >

I(x1)

β
.

(3.3)

Для любой точки (x1, x2) ∈ G, лежащей на кривой Γ, и любого u ∈ [0, 1] имеем

∂xf(x
1, x2, u) = conv

{(
α
(
I ′(x1)− γ(1 − u)

)
−αβ

I ′(x1) −(β + δ)

)
,

(
−αγ(1− u) 0

0 −δ

)}

=
⋃

ξ∈[0,1]

(
ξαI ′(x1)− αγ(1 − u) −ξαβ

ξI ′(x1) −ξβ − δ

)
.

(3.4)

Рассмотрим поведение допустимых траекторий системы (2.4) вблизи оси x1 = 0.

Определим множество

hypΓ =
{
(Y,K) ∈ R

2 : K ≤ I(Y )

β
, Y ≥ 0

}
(3.5)

— подграфик кривой Γ и множество

epi Γ =
{
(Y,K) ∈ R

2 : K ≥ I(Y )

β
, Y ≥ 0

}

— надграфик этой кривой Γ.

Лемма 3. Для любого начального состояния x0 = (Y0,K0) ∈ hypΓ, Y0 > 0, K0 > 0, суще-

ствуют такие числа Ymin > 0 и Ymax > 0, Ymin ≤ Y0 ≤ Ymax, что произвольная допустимая

траектория x(·) = (Y (·),K(·)) с начальным условием x(0) = x0 может пересечь кривую Γ
(см. (3.2)) из множества hypΓ в множество epi Γ в некоторый точке (Ỹ , K̃) ∈ Γ только в

случае, когда выполняются неравенства Ymin ≤ Ỹ ≤ Ymax.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С точностью до положительного множителя нормаль n(Y,K) к

подграфику кривой Γ (см. (3.5)) в точке (Y,K) ∈ Γ имеет вид n(Y,K) =
(
− I ′(Y )

β
, 1
)
. Отсюда в

силу управляемой системы (1.2), (1.3) получаем, что допустимая траектория (Y (·), K(·)) может

пересечь кривую Γ из множества hypΓ в некоторой точке (Ỹ , K̃) =
(
Ỹ ,

I(Ỹ )

β

)
∈ Γ, Y0 < Ỹ ,

с управлением ũ ∈ [0, 1] только в том случае, когда

〈(
− I ′(Ỹ )

β
, 1
)
,
(
− αγ(1− ũ)Ỹ ,−δI(Ỹ )

β

)〉
≥ 0

или
I ′(Ỹ )

I(Ỹ )
≥ δ

αγ(1 − ũ)

1

Ỹ
≥ δ

αγ

1

Ỹ
. (3.6)

Интегрируя последнее неравенство на интервале [Y0, Ỹ ], получаем

ln I(Ỹ )− ln I(Y0) ≥ ln(Ỹ )
δ
αγ − ln (Y0)

δ
αγ

или
I(Ỹ )

Ỹ
δ
αγ

≥ I(Y0)

Y
δ
αγ

0

. (3.7)

Поскольку

lim
Y→∞

I(Y )

Y
δ
αγ

= 0,

то существует такое Ymax > Y0, что при всех Ỹ ≥ Ymax неравенство (3.7) нарушается. Поэтому
ни одна допустимая траектория x(·) = (Y (·),K(·)) не может пересечь кривую Γ из множества
hypΓ правее точки Ymax.

Далее, в силу управляемой системы (1.2), (1.3), интегрируя неравенство (3.6) на интервале
[Ỹ , Y0], Ỹ < Y0, получаем, что допустимая траектория x(·) = (Y (·),K(·)) может пересечь кри-

вую Γ из множества hypΓ в некоторой точке (Ỹ , K̃) =
(
Ỹ ,

I(Ỹ )

β

)
∈ Γ, Ỹ < Y0, с управлением

ũ ∈ [0, 1] только в том случае, когда ln I(Ỹ )− ln I(Y0) ≤ ln(Ỹ )
δ
αγ − ln (Y0)

δ
αγ или

I(Ỹ )

Ỹ
δ
αγ

≤ I(Y0)

Y
δ
αγ

0

. (3.8)

Поскольку

lim
Y→0

I(Y )

Y

δ

αγ

= ∞,

то существует такое 0 < Ymin < Y0, что при всех 0 < Ỹ ≤ Ymin неравенство (3.8) наруша-
ется. Поэтому ни одна допустимая траектория (Y (·),K(·)) не может пересечь кривую Γ из
множества hypΓ левее точки Ymin .

Лемма доказана.

Лемма 4. Для любого начального состояния x0 = (Y0,K0) ∈ G существует такое число

Ỹmin > 0, что для любой допустимой траектории x(·) = (Y (·),K(·)) с начальным условием

x(0) = x0 и произвольного t ≥ 0 выполняется неравенство Y (t) ≥ Ỹmin .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что существует такое Y ′

min > 0 (зависящее от на-
чального состояния x0 = (Y0,K0)), что ни одна допустимая траектория x(·) = (Y (·),K(·)) с
начальным соcтоянием x(0) = x0 не может пересечь кривую Γ из множества epi Γ в множе-
ство hypΓ левее точки Y ′

min .
Действительно, предположим, что в некоторый момент времени τ0 ≥ 0 имеем (Y (τ0),

K(τ0)) ∈ int epi Γ. Тогда возможны следующие два случая: 1) x0 ∈ epi Γ и для всех t ∈ [0, τ0],
τ0 ≥ 0, траектория x(·) лежит в множестве epi Γ; 2) x0 ∈ hypΓ и существует такое τ ′0 > 0, что
в момент τ ′0 траектория x(·) пересекает Γ и x(t) ∈ epi Γ для всех t ∈ [τ ′0, τ0], τ0 > τ ′0. Поэтому в
силу леммы 3, не ограничивая общности, можно считать, что существуют такие числа Ymin и
Ymax, что Ymin ≤ Y (τ0) ≤ Ymax.

В множестве epi Γ система (1.2), (1.3) принимает вид

Ẏ (t) = −αγY (t), (3.9)

K̇(t) = −δK(t). (3.10)

Поэтому в силу теоремы о единственности решения задачи Коши траектории систе-
мы (1.2), (1.3) не пересекаются и их координаты убывают вплоть до попадания их траектории
на кривую Γ.

Пусть x̃(·) = (Ỹ (·), K̃(·)) — траектория системы (3.9), (3.10) с начальным условием x̃(τ0) =
(Ỹ (τ0), K̃(τ0)) = (Ymin , I∞/β). В силу системы (3.9), (3.10) в некоторый момент времени τ1 > τ0
она попадет на кривую Γ.

Так как K(τ0) < I∞/β, траектория x(·) с начальным условием x(τ0) = (Y (τ0),K(τ0)) для
всех значений t ≥ τ0, при которых x(t) ∈ epi Γ, вплоть до ее попадания на кривую Γ будет
лежать в множестве epi Γ ниже траектории x̃(·). Следовательно, она пересечет кривую Γ правее
точки x̃(τ1) = (Ỹ (τ1), K̃(τ1)).

При движении в множестве epi Γ из точки x̃(τ0) вплоть до ее попадания на кривую Γ в
момент τ1 ≥ τ0 для траектории x̃(·) выполняются равенства

Ỹ (t) = e
−αγ

t∫

τ0

(1−u(s)) ds

Ymin , K̃(t) = e−δ(t−τ0) I∞
β
, t ∈ [τ0, τ1].

Поскольку (Ỹ (τ1), K̃(τ1)) ∈ Γ, то K̃(τ1) = I(Ỹ (τ1))/β. Следовательно,

e−δ(τ1−τ0) I∞
β

=
I(Ỹ (τ1))

β
≥ I0
β
.

Отсюда получаем неравенство τ1 − τ0 ≤
ln I∞ − ln I0

δ
. Откуда в силу (3.9) имеем

Ỹ (τ1) ≥ e−αγ(τ1−τ0)Ỹ (τ0) ≥ Y ′

min := e
−αγ
δ

ln I∞
I0 Ỹ (τ0) = e

−αγ
δ

ln I∞
I0 Ymin .

Таким образом, ни одна допустимая траектория, исходящая из x0, не может пересечь кривую Γ
из множества epi Γ левее точки Y ′

min .
Рассмотрим поведение траекторий системы (1.2), (1.3) в множестве hypΓ при Y ≤ Y ′

min .
В множестве hypΓ система (1.2), (1.3) принимает вид

Ẏ (t) = α (I(Y (t))− βK(t)− γ(1− u(t))Y (t)) , (3.11)

K̇(t) = I(Y (t))− (β + δ)K(t).

Пусть Yγ > 0 — наименьший корень уравнения I(Y ) − γY = 0. Определим кривую Γ1

равенством

Γ1 =
{
(Y,K) ∈ R

2
+ : K =

I(Y )

β
− γ

β
Y, Y ∈ [0, Yγ ]

}
.
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Нетрудно видеть, что в силу (3.11) в множестве hypΓ ниже кривой Γ1 координата Y (·) любой
траектории x(·) системы (1.2), (1.3) не убывает.

Далее, в силу определения системы (1.2), (1.3) для любого достаточно малого ε > 0 най-
дутся такие точка A0 ∈ Γ1, лежащая ниже кривой Γ, и точка A1 ∈ Γ, причем A1 лежит между
(0, I0/β) и (Y ′

min , I(Y
′

min /β)), что точки A0 и A1 отстоят от точки (0, I0/β) не более чем на ε
и отрезок [A0, A1] является трансверсалью системы (1.2), (1.3) при любом выборе u(t) ∈ [0, 1].
Действительно, положим h = (1,−1) ∈ R

2 и для произвольного достаточно малого ε > 0
определим отрезок [A0, A1] как произвольный ортогональный вектору h отрезок с концами
A0 ∈ Γ1 и A1 ∈ Γ, причем такими, что A0 находится левее точки A1, а A1 — левее прямой
{(Y,K) : Y = Ymin } и отстоит от точки (0, I0/β) не более чем на ε. В силу непрерывности
функции I(·) при Y ∈ [0, Ŷ ] и равенства I(Yγ)− γYγ = 0 для сколь угодно малого ε > 0 такой
отрезок существует. Далее, в ε-окрестности точки (0, I0/β) в множестве hypΓ для векторного
поля системы (1.2), (1.3) при произвольном выборе u(t) ∈ [0, 1] имеем

〈f(Y,K), h〉 = α [I(Y )− βK − γ(1− u(t))Y ]− (I(Y )− βK) + δK

≥ α [I(Y )− βK − γY ]− (I(Y )− βK) + δK → δ

β
I0 > 0 при ε→ 0.

Таким образом, при всех достаточно малых ε > 0 отрезок [A0, A1] является трансверсалью
системы (1.2), (1.3) при любом выборе u(t) ∈ [0, 1].

Отсюда получаем, что ни одна допустимая траектория системы (1.2), (1.3) не может пе-
ресечь отрезок [A0, A1] справа из множества hypΓ. Поскольку ни одна допустимая траекто-
рия x(·) не может также пересечь кривую Γ1 справа из множества hypΓ и не может попасть в
множество hypΓ из множества epi Γ левее точки (Y ′

min , I(Y
′

min /β)), то отсюда заключаем, что
ни одна траектория системы (1.2), (1.3) с начальным условием x(0) = x0 ни при каком t ≥ 0
не может иметь координату Y (t) меньше, чем Ỹmin , где Ỹmin есть Y -координата точки A0.

Следовательно, для любой допустимой траектории x(·) = (Y (·),K(·)) имеем

Y (t) ≥ Ỹmin , t ≥ 0.

Лемма доказана.

Из леммы 4 следует, что при некотором κ ≥ 0 для любой допустимой пары (x(·), u(·)),
x(·) = (Y (·),K(·)) выполняется неравенство

‖gx(x(t), u(t))‖ ≤ κ
(
1 + x1(t)

)
. (3.12)

Действительно, в силу леммы 4 для любого t ≥ 0 имеем

‖gx(x(t), u(t))‖ ≤ 1

Ỹmin

+ ωγ2x1(t),

откуда получаем оценку (3.12).

Лемма 5. Существуют такие числа C1 ≥ 0 и C2 ≥ 0, что для любой допустимой пары

(x(·), u(·)), x(·) = (Y (·),K(·)) и всех t ≥ 0 выполняется неравенство

x1(t) ≤ C1 + C2t, t ≥ 0. (3.13)

Кроме того, с постоянной

µ =
(
α+

1

2

)
I ′(Ŷ ) +

αβ

2
(3.14)

справедлива оценка

‖Z(t) [Z∗(s)]−1 ‖ ≤
√
2eµ(s−t) для любых 0 ≤ t < s, (3.15)
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где Z(·) — нормированное в нулевой момент времени фундаментальное матричное решение

дифференциального включения

ż(t) ∈ − [∂xf(x(t), u(t))]
∗ z(t). (3.16)

Здесь при п.в. t ≥ 0 частный обобщенный якобиан ∂xf(x(t), u(t)) определяется равенства-

ми (3.3) и (3.4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (x(·), u(·)) — допустимая пара. Тогда в силу оценки (1.9),
ограниченности функции I(·) и дифференциального уравнения (1.3) для пары (x(·), u(·)) нера-
венство (3.13) выполняется с некоторыми постоянными C1 ≥ 0 и C2 ≥ 0.

Рассмотрим теперь дифференциальное включение (3.16). Определим многозначное отоб-
ражение F (·) c выпуклыми компактными значениями равенством F (t) = ∂xf(x(t), u(t)), t ≥ 0.
Тогда многозначное отображение F (·) измеримо по Лебегу (см. [19], гл. 3, § 3.1).

Пусть y(·) — некоторое решение дифференциального включения, сопряженного к (3.16):

ẏ(t) ∈ ∂xf(x(t), u(t))y(t)

при заданной допустимой паре (x(·), u(·)).
Тогда в силу леммы Филиппова [20] и леммы 2 существует такая измеримая по Лебегу

функция ξ(·), ξ : [0,∞) → [0, 1], что для п.в. t ≥ 0 справедливо равенство

ẏ(t) =

(
α
[
ξ(t)I ′(x1(t))− γ(1− u(t))

]
−ξ(t)αβ

ξ(t)I ′(x1(t)) −ξ(t)β − δ

)
y(t). (3.17)

При п.в. t ≥ 0 определим матрицу системы (3.17) равенством

A(t) =

(
α
[
ξ(t)I ′(x1(t))− γ(1− u(t))

]
−ξ(t)αβ

ξ(t)I ′(x1(t)) −ξ(t)β − δ

)
. (3.18)

Соответственно, если z(·) — некоторое решение дифференциального включения (3.16), то
функция z(·) является решением линейной системы

ż(t) = −A∗(t)z(t)

с некоторой матрицей A(·) вида (3.18).

Покажем, что при п.в. t ≥ 0 система (3.17) удовлетворяет в R
2 одностороннему условию

Липшица с постоянной µ (см. (3.14)), т. е.

〈A(t)(y1 − y2), y1 − y2〉 ≤ µ‖y1 − y2‖2, yi ∈ R
2, i = 1, 2. (3.19)

Действительно,

〈A(t)(y1 − y2), y1 − y2〉 = α
[
ξ(t)I ′(x1(t)) − γ(1 − u(t))

]
(y11 − y12)

2

− ξ(t)αβ(y11 − y12)(y
2
1 − y22) + ξ(t)I ′(x1(t))(y11 − y12)(y

2
1 − y22)

− (ξ(t)β + δ)(y21 − y22)
2 ≤

((
α+

1

2

)
I ′(x1(t)) +

αβ

2

)
‖y1 − y2‖2 = µ‖y1 − y2‖2.

Таким образом, одностороннее условие Липшица (3.19) доказано.

Из условия (3.19) вытекает оценка (3.15).

Лемма доказана.
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4. Принцип максимума Понтрягина для задачи оптимального

стимулирования спроса

Для задачи вида (2.3)–(2.6) определим функцию Гамильтона — Понтрягина H : [0,∞) ×
G × [0, 1] × R

2 → R
1 и гамильтониан H : [0,∞) × G × R

2 → R
1 в нормальной форме (т. е. с

ψ0 = 1) стандартным образом:

H(t, x, u, ψ) = 〈ψ, f(x, u)〉 + e−ρtg(x, u),

H(t, x, ψ) = max
u∈[0,1]

H(t, x, u, ψ).

Здесь x ∈ G, u ∈ [0, 1], ψ = (ψ1, ψ2) ∈ R
2, t ≥ 0.

Для задачи (2.8)–(2.11) будем использовать аналогичное обозначение с соответствующим
индексом i = 1, 2, . . . , а именно

Hi(t, x, u, ψ) = 〈ψ, f(t, x, u)〉 + e−ρt
[
g(x, u) − 1

i
‖u− u∗(t)‖2

]
, Hi(t, x, ψ) = max

u∈[0,1]
Hi(t, x, u, ψ).

Доказательство следующего варианта принципа максимума Понтрягина для зада-
чи (1.1)–(1.5) основано на лемме 5, оценках (3.12)–(3.15) и проводится по схеме доказательства
теоремы 12.1 из [8] при помощи предельного перехода в соотношениях принципа максиму-
ма Понтрягина для липшицевых систем (см. теорему 5.2.1 из [19]) для задач (2.8)–(2.11) при
i→ ∞. Заметим, что в общем случае, без дополнительных условий, принцип максимума Понт-
рягина для задач с бесконечным горизонтом необязательно выполняется в нормальной форме,
а условия трансверсальности на бесконечности могут нарушаться (подробнее см. [8]).

Теорема 1. Пусть выполняется условие доминирования дисконтирующего множите-

ля ρ > µ и (x∗(·), u∗(·)), x∗(·) = (Y∗(·),K∗(·)) — оптимальная допустимая пара в зада-

че (1.1)–(1.5). Тогда существует такое нормированное в момент времени t = 0 матричное

решение Z∗(·) дифференциального включения

ż(t) = − [∂xf(x∗(t), u∗(t))]
∗ z(t),

что интеграл

I∗(t) =

∞∫

t

e−ρs [Z∗(s)]
−1

(
1

Y∗(t)
− ωγ2u∗(s)

2Y∗(s), 0

)
ds (4.1)

сходится абсолютно для любого t ≥ 0, сопряженная переменная

ψ(t) = (ψ1(t), ψ2(t)) = Z∗(t)I∗(t), t ≥ 0, (4.2)

локально абсолютно непрерывна и является решением сопряженного включения

ψ̇(t) ∈ − [∂xf(x∗(t), u∗(t))]
∗ ψ(t)− e−ρtgx(x∗(t), u∗(t)), (4.3)

выполняется условие максимума в нормальной форме

−αu∗(t)ψ1(t)− e−ρtωγ

2
u2
∗
(t)Y∗(t)

п.в.

= max
u∈[0,1]

[
−αuψ1(t)− e−ρtωγ

2
u2Y∗(t)

]
. (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. При i = 1, 2, . . . рассмотрим соответствующую паре (x∗(·), u∗(·))
аппроксимирующую задачу (2.8)–(2.11) на интервале [0, Ti]. При каждом i = 1, 2, . . . в
задаче (2.8)–(2.11) существует оптимальная допустимая пара (xi(·), ui(·)). Поскольку зада-
ча (2.8)–(2.11) удовлетворяет всем предположениям варианта принципа максимума Понтря-
гина для задач с липшицевыми управляемыми системами на конечных интервалах време-
ни (см. [19], § 2.2), то для оптимальной пары (xi(·), ui(·)) существует такая абсолютно непре-
рывная функция ψi : [0, Ti] → R

2, ψi(·) = (ψ1
i (·), ψ2

i (·)), что выполняются следующие условия.
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1) Функция ψi(·) удовлетворяет сопряженному включению

ψ̇i(t)
п.в.∈ − [∂xfi(xi(t), ui(t))]

∗ ψi(t))− e−ρtgx(xi(t), ui(t)).

2) Выполняется условие максимума

Hi(t, x∗(t), u∗(t), ψi(t))
п.в.
= Hi(t, x∗(t), ψi(t)).

3) Выполняется условие трансверсальности в правом конце

ψi(Ti) = 0.

Отметим, что условие 3) выполняется в силу того, что в задаче (2.8)–(2.11) отсутствуют
ограничения на правый конец траектории (в момент времени Ti). По этой же причине принцип
максимума выполняется здесь в нормальной форме (т. е. с ψ0 = 1).

Функция Гамильтона — Понтрягина в нормальной форме для задачи (2.8)–(2.11) имеет
вид

Hi(t, x, u, ψ) = α [I(Y,K)− γ(1− u)Y ]ψ1 + [I(Y,K)− δK)]ψ2

+ e−ρt
(
lnY − ω

2
(uγY )2 − 1

i
‖u− u∗(t)‖2

)
, x = (Y,K) ∈ G, u ∈ [0, 1], ψ = (ψ1, ψ2) ∈ R

2.

В силу условий 1) и 3) функция ψi(·) является решением линейной системы

ψ̇(t) = − [Ai(t)]
∗ ψ(t)− e−ρtgx(xi(t), ui(t))

на интервале [0, Ti] с краевым условием ψi(Ti) = 0.

Здесь Ai : [0, Ti] → R
2×2 — измеримая по Лебегу матричная функция, удовлетворяющая

при п.в. t ≥ 0 условию Ai(t) ∈ ∂xfi(xi(t), ui(t)). Тогда матричная функция Ai(·) определяется
равенством (см. (3.17))

Ai(t) =

(
α
[
ξi(t)I

′(x1i (t))− γ(1− ui(t))
]

−ξi(t)αβ
ξi(t)I

′(x1i (t)) −ξi(t)β − δ

)
, t ∈ [0, Ti],

с некоторой измеримой функцией ξi : [0, Ti] → [0, 1].

В силу формулы Коши для решений линейных дифференциальных уравнений ([21],
гл. IV, § 2) и условий 1), 3) для любого i = 1, 2, . . . получаем

ψi(t) = Zi(t) [Z(Ti)
∗]−1 ψi(Ti)− Zi(t)

t∫

Ti

e−ρs [Zi(s)]
−1 gx(xi(s), ui(s)) ds

= Zi(t)

Ti∫

t

e−ρs [Zi(s)]
−1 gx(xi(s), ui(s)) ds, t ∈ [0, Ti] ,

где Zi(·) — матричное решение линейной системы (см. (3.16))

ż(t) = − [Ai(t)]
∗ z(t),

удовлетворяющее начальному условию Zi(0) = Id, где Id — единичная диагональная матрица.

Будем считать, что каждая функция ψi(·) продолжена с интервала [0, Ti] на бесконечный
интервал [0,∞) нулем по непрерывности, т. е. положим ψi(t) ≡ 0 при t > Ti. Соответственно,
пусть каждая функция ξi(·) продолжена нулем на весь бесконечный интервал [0,∞). В силу
равномерной ограниченности последовательности {ξi(·)}∞i=1, не ограничивая общности, можно
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считать, что для любого T>0 имеем ξi(·) → ξ∗(·) слабо в L1[0, T ] при i→ ∞, где ξ∗ : [0,∞) →
[0, 1] — некоторая измеримая по Лебегу функция.

Ввиду леммы 1 для любого T > 0 имеем xi(·) → x∗(·) в равномерной метрике при i → ∞.
Поэтому на любом конечном интервале [0, T ], T > 0, матричные функции Ai(·) равномерно
ограничены. Следовательно, на любом конечном интервале [0, T ] последовательность матрич-
ных функций {Zi(·)}∞i=1 равностепенно непрерывна и в силу начального условия Zi(0) = Id
равномерно ограничена. По теореме Арцела ([18], гл. II, § 7), не ограничивая общности, можно
считать, что на любом конечном интервале [0, T ] имеем Zi(·) → Z∗(·) равномерно при i→ ∞.

Далее, в силу леммы 1 на любом конечном интервале [0, T ] имеем xi(·) → x∗(·) равномерно
при i → ∞, и ui(t) → u∗(t) почти всюду при i → ∞. Поскольку на любом конечном интерва-
ле [0, T ] имеем ξi(·) → ξ∗(·) слабо в L1[0, T ] при i→ ∞, Zi(·) → Z∗(·) равномерно при i→ ∞, и
функции ξi(·) входят в матричные функции Ai(·) линейно, то Z∗(·) — нормированное в нулевой
момент времени матричное решение линейной системы

ż(t) = − [A∗(t)]
∗ z(t), t ≥ 0,

с матрицей A∗(·), определяемой равенством

A∗(t) =

(
α
[
ξ∗(t)I

′(x1
∗
(t)) − γ(1 − u∗(t))

]
−ξ∗(t)αβ

ξ∗(t)I
′(x1

∗
(t)) −ξ∗(t)β − δ

)
, t ∈ [0,∞).

При этом в силу леммы 2 и равномерной сходимости xi(·) к x∗(·) на любом интервале [0, T ],
T > 0, получаем, что при п.в. t ≥ 0 выполняется равенство

A∗(t) ∈ − [∂xf(x∗(t), u∗(t))]
∗ .

Поскольку все пары (xi(·), ui(·)), i = 1, 2, . . . , и пара (x∗(·), u∗(·)) допустимые, то ввиду
леммы 5 для них выполняются оценки (3.13) и (3.15).

Рассмотрим последовательность {ψi(·)}∞i=1. В силу леммы 5 при п.в. t ≥ 0 имеем

e−ρt
∥∥ [Zi(t)]

−1 gx(xi(t), ui(t))
∥∥ ≤ κ

√
2e−(ρ−µ)t(C1 + C2t) ≤ C3e

−(ρ−µ)t(1 + t).

Здесь постоянная C3 ≥ 0, а число µ задано формулой (3.14).
Из последнего неравенства в силу условия доминирования дисконтирующего множителя

ρ > µ вытекает абсолютная сходимость интеграла

Ii(t) =

∞∫

t

e−ρs [Zi(s)]
−1 gx(xi(t), ui(t)) ds.

Переходя в последнем равенстве к пределу при i → ∞, в силу теоремы Лебега о предельном
переходе под знаком интеграла ([18], гл. V, § 5) получаем, что для любого t ≥ 0 интеграл I∗(t),
определенный равенством (4.1), сходится абсолютно. Следовательно, функция ψ(·), заданная
равенством (4.2), локально абсолютно непрерывна, и на любом конечном интервале време-
ни [0, T ] последовательность {ψi(·)} сходится равномерно к функции ψ(·).

Условие максимума (4.4) получается при помощи предельного перехода при i → ∞ из
условия максимума 3) для пары (xi(·), ui(·)) с сопряженной переменной ψi(·), сходимости по-
следовательности {xi(t)}∞i=1 к x∗(t) при всех t ≥ 0 и сходимости последовательности {ui(t)}∞i=1

к u∗(t) при п.в. t ≥ 0.
Прямым дифференцированием проверяется, что функция ψ(·), определенная равен-

ством (4.2), является решением сопряженного дифференциального включения (см. (4.3))

ψ̇(t) ∈ − [∂xf(x∗(t), u∗(t))]
∗ − e−ρtgx(x∗(t), u∗(t)).

Теорема доказана.
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Следствие 1. Пусть выполняются условия теоремы 1. Тогда для сопряженной перемен-

ной ψ(·) выполняется следующее условие трансверсальности на бесконечности:

lim
t→∞

ψ(t) = 0, lim
t→∞

〈x∗(t), ψ(t)〉 = 0.

Действительно, в силу оценок (3.13) и (3.12) и формулы (4.2) имеем

‖ψ(t)‖ ≤ e−µt

∞∫

t

e−(ρ−µ)s ds =
e−µe−(ρ−µ)t

ρ− µ
=

1

ρ− µ
e−ρt → 0 при t→ ∞,

|〈x∗(t), ψ(t)〉| ≤ (C1 + C2t)e
−µt

∞∫

t

e−(ρ−µ)s ds

=
(C1 + C2t)e

−µte−(ρ−µ)t

ρ− µ
=

(C1 + C2t)

ρ− µ
e−ρt → 0 при t→ ∞.

Заметим, что в соотношениях принципа максимума Понтрягина для задачи (1.1)–(1.5) (см.
доказанную выше теорему 1) можно перейти к новым сопряженным переменным λ1(·), λ2(·):
λ1(t) = eρtψ1(t), λ2(t) = eρtψ2(t), t ≥ 0. Тогда в терминах этих сопряженных переменных
соотношения принципа максимума для задачи (1.1)–(1.5) примут автономный вид.

Заключение

Для рассмотренной задачи оптимального управления спросом получен вариант принципа
максимума Понтрягина в нормальной форме с сопряженной переменной, определяемой допол-
нительным поточечным условием, из которого следуют стандартные условия трансверсаль-
ности на бесконечности. Полученные результаты могут быть использованы для построения
численных алгоритмов решения рассмотренной задачи оптимального управления спросом.
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