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Рассматривается задача реконструкции управлений для динамических детерминированных аффинно-

управляемых систем. Эта задача состоит в построении по дискретным неточным замерам наблюдаемой

траектории кусочно-постоянных аппроксимаций неизвестного управления, порождающего эту траекто-

рию. Предполагается, что управления стеснены известными невыпуклыми геометрическими ограниче-

ниями. В таком случае могут возникать скользящие режимы управлений. Для описания воздействия

скользящих режимов на динамику системы используется теория обобщенных управлений. Введено поня-

тие нормального управления — управления, порождающего наблюдаемую траекторию и определяемого

единственным образом. Целью задачи реконструкции является построение кусочно-постоянных аппрокси-

маций нормального управления, удовлетворяющих заданным невыпуклым геометрическим ограничени-

ям. Сходимость аппроксимаций понимается в смысле слабой сходимости в пространстве L2. Предложено

решение задачи реконструкции управлений.
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1. Введение

Статья посвящена обратным задачам для управляемых динамических систем. А имен-
но, рассматривается задача реконструкции управлений (далее — ЗРУ). Эта задача состоит в
построении по дискретным неточным замерам наблюдаемой траектории кусочно-постоянных
аппроксимаций неизвестного управления, порождающего эту траекторию. Рассматриваются
динамические детерминированные аффинно-управляемые системы.

Существует ряд современных методов решения ЗРУ. Большой вклад в их развитие был
внесен Аркадием Викторовичем Кряжимским. Близкими к тематике данной статьи, к приме-
ру, являются монографии [1;2]. Отдельно отметим методы, базирующиеся на подходе к реше-
нию ЗРУ, предложенном А.В. Кряжимским и Ю.С. Осиповым [3]. Этот подход опирается на

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2024-1377).
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процедуру экстремального прицеливания, истоки которой лежат в работах школы Н.Н. Кра-
совского [4]. На основании этого подхода разработан ряд численных методов (см. обзорную
статью [5]).

В данной статье рассматриваются ЗРУ с невыпуклыми геометрическими ограничениями
на управления. При невыпуклых ограничениях могут возникать скользящие режимы управ-
лений [6]. Для такого случая, ранее не рассматривавшегося для задач реконструкции управле-
ний, в качестве решения ЗРУ выделено нормальное управление, определяемое единственным
образом. Заметим, что методы, описанные в работе [5], позволяют строить аппроксимации ре-
шения (измеримого управления, порождающего наблюдаемую траекторию и имеющего мини-
мальную L2-норму), сходящиеся к нему по норме пространства L2. Однако, нельзя гарантиро-
вать возможность аппроксимации этого решения в смысле сильной топологии пространства L2

измеримыми управлениями, удовлетворяющими заданным невыпуклым ограничениям.

Другая сложность ЗРУ заключается в том, что наблюдаемая траектория может порож-
даться не единственным управлением, тем более в случае допущения скользящих управлений.
Предлагается понятие нормального управления, порождающего наблюдаемую траекторию и
определяемого единственным образом. В корректной постановке ЗРУ целью является рекон-
струкция именно этого нормального управления.

Показано, что нормальное управление всегда можно аппроксимировать в смысле слабой
топологии пространства L2 кусочно-постоянными аппроксимирующими управлениями, удо-
влетворяющими заданным невыпуклым ограничениям.

Предложено решение поставленной ЗРУ с невыпуклыми ограничениями на управления.
Доказана слабая сходимость аппроксимаций, получаемых с помощью этого подхода. Получена
оценка невязки траекторий, порождаемых аппроксимирующими управлениями, и наблюдае-
мой траектории.

2. Входные данные ЗРУ

2.1. Динамика

Рассматриваются динамические аффинно-управляемые детерминированные системы вида

dx(t)

dt
= G(t, x(t))u(t) + f(t, x(t)),

x(·) : [0, T ] → R
n, u(·) : [0, T ] → R

m, t ∈ [0, T ], T < ∞.
(2.1)

Заданы геометрические ограничения на значения управлений

u(t) ∈ U, (2.2)

где U ⊂ R
m — невыпуклый компакт.

2.2. Замеры

Наблюдается траектория x∗(·) : [0, T ] → R
n системы (2.1), порождаемая неизвестным

управлением. Информация о траектории имеет вид набора неточных дискретных замеров.
Абсолютная погрешность замеров δ > 0. Замеры поступают c шагом h > 0. Предполагается,
что h=h(δ).

Точки замеров обозначаются через yδi :

‖yδi − x∗(ti)‖ ≤ δ, ti = ih, T = Nh, i = 0, . . . , N. (2.3)
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2.3. Предположения

Вводятся следующие предположения:

1. Существуют константы d0 > 0, δ0 > 0, h0 > 0 и компакт Ψ ⊂ R
n такие, что при любых

параметрах замеров δ ∈ (0, δ0], h ∈ (0, h0] выполняется следующее условие:

⋃

i=0,...,N

Bd0 [y
δ
i ] ⊂ Ψ, (2.4)

где Bd0 [y
δ
i ] — замкнутый шар радиуса d0 с центром в точке замеров yδi (2.3).

2. Матрица G(t, x) и вектор f(t, x) в динамике (2.1) непрерывны по времени и локально
липшицевы по фазовой переменной при (t, x) ∈ D0 , [0, T ] × Ψ с константой Липшица
L = L(D0) > 0:

‖f(t, x2)− f(t, x1)‖ ≤ L‖x2 − x1‖,
‖G(t, x2)−G(t, x1)‖2 ≤ L‖x2 − x1‖ ∀(t, x1, x2) ∈ D0.

(2.5)

Обозначение ‖·‖2 — спектральная матричная норма, определяемая как ‖G‖2 def
= max

‖x‖=1
‖Gx‖.

3. Постановка ЗРУ

Общая постановка ЗРУ заключается в следующем: на основании наборов неточных за-
меров (2.3) построить аппроксимации управления, порождающего наблюдаемую траекторию.
Для того, чтобы поставить корректную ЗРУ, необходимо сформулировать понятие нормаль-
ного управления — управления, порождающего базовую траекторию и определяемого един-
ственным образом, которое будет являться решением ЗРУ. Помимо этого, необходимо выбрать
и обосновать тип сходимости аппроксимаций нормального управления.

3.1. Нормальное управление

Обобщенные управления. В случае невыпуклых геометрических ограничений на уп-
равления (2.2) могут возникать скользящие режимы управлений [6]. Воздействие скользящих
управлений на динамику системы (2.1) описывается с помощью теории обобщенных управле-
ний [7; 8].

Обобщенные управления — измеримые по времени функции t −→ µt(du) : [0, T ] → rpm(U)
со значениями во множестве регулярных вероятностных борелевских мер на U с топологией,
индуцированной слабой со звездой топологией C∗(U) — пространства, сопряженного простран-
ству непрерывных функций.

Рассматривается обобщенная динамика, порождаемая обобщенными управлениями:

dx(t)

dt
=

∫

U

G(t, x(t))uµt(du) + f(t, x(t)). (3.1)

Усредненные управления. Каждому обобщенному управлению µt(du) : [0, T ] → rpm(U)
ставится в соответствие усредненное управление v(·) : [0, T ] → R

m

t −→ v(t) =

∫

U

uµt(du).

Усредненные управления обладают следующими свойствами.

1. Усредненные управления являются измеримыми функциями [8, IV.1.6].
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2. Значения усредненных управлений принадлежат выпуклой оболочке множества U:

v(t) ∈ coU п.в. на [0, T ].

3. Усредненное управление может отвечать не единственному обобщенному. В соответствие
каждому усредненному управлению v(·) ставится множество Mv обобщенных:

Mv ,

{

µt(du) :

∫

U

uµt(du) = v(t) при п.в. t ∈ [0, T ]

}

.

4. Усредненное управление v(·) эквивалентно по воздействию каждому обобщенному из
множества Mv в том смысле, что они порождают одну и ту же траекторию при одинаковых
начальных условиях.

Действительно, в силу линейности по управлениям системы (2.1) имеем
∫

U

G(t, x(t))uµt(du) = G(t, x(t))

∫

U

uµt(du) = G(t, x(t))v(t).

5. Множества обобщенных и усредненных управлений, порождающих одну и ту же траекто-
рию x∗(·) системы (3.1), являются выпуклыми. Это свойство является следствием линейности
системы (3.1) по управлениям.

Овыпукление динамики. В силу эквивалентности по воздействию множество обобщен-
ных управлений Mv отождествляется c усредненным v(·), эквивалентным им. Тогда воздей-
ствие скользящих управлений можно описывать не обобщенной динамикой (3.1), а исходной
динамикой (2.1) с овыпукленными ограничениями на управления. Вместо ограничений (2.2)
принимаются ограничения

u(t) ∈ coU п.в. на [0, T ]. (3.2)

З а м е ч а н и е 1. Допускается, что наблюдаемая траектория может порождаться сколь-
зящим управлением. Эту траекторию можно трактовать как траекторию системы (2.1), по-
рожденную усредненным управлением, удовлетворяющим выпуклым ограничениям (3.2).

Нормальное управление. Следуя [2;9], определим нормальное управление как измери-
мое управление u∗(·), порождающее траекторию x∗(·) системы (2.1), удовлетворяющее выпук-
лым ограничениям (3.2) и имеющее минимальную норму в пространстве L2.

Из свойства 5 и строгой выпуклости L2 нормы следует, что нормальное управление един-
ственно.

3.2. Сходимость аппроксимаций нормального управления

Покажем, что нельзя требовать сильной сходимости в пространстве L2 аппроксимаций
нормального управления, удовлетворяющих невыпуклым геометрическим ограничениям (2.2).
Для примера рассмотрим обобщенную динамику

dx(t)

dt
=

∫

U

uµt(du), x, u ∈ R, U = {1;−1} — двухточечное множество. (3.3)

Пусть наблюдаемая траектория x∗(t) ≡ 0 порождена обобщенным управлением (скользящим
режимом)

µt(du) : µt(1) = µt(−1) = 0.5 ∀t ∈ [0, T ].

В таком случае нормальное управление u∗(t) ≡ 0. Но для любой кусочно-постоянной функ-
ции uδ(·), удовлетворяющей заданным в (3.4) невыпуклым ограничениям, справедливо соот-
ношение

‖uδ(t)− u∗(t)‖L2 =

T
∫

0

(uδ(t)− u∗(t))2dt = T 9 0.
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Таким образом, в примере невозможно аппроксимировать нормальное управление в смысле
сильной топологии пространства L2 кусочно-постоянными функциями, удовлетворяющими за-
данным невыпуклым ограничениям.

3.3. Сходимость аппроксимаций нормального управления

Покажем, что нельзя требовать сильную сходимость в пространстве L2 аппроксимаций
нормального управления, удовлетворяющих невыпуклым геометрическим ограничениям (2.2).
Для примера рассмотрим обобщенную динамику

dx(t)

dt
=

∫

U

uµt(du), x, u ∈ R, U = {1;−1} — двухточечное множество. (3.4)

Пусть наблюдаемая траектория x∗(t) ≡ 0 порождена обобщенным управлением (скользящим
режимом)

µt(du) : µt(1) = µt(−1) = 0.5 ∀t ∈ [0, T ].

Нормальное управление в таком случае u∗(t) ≡ 0. Но для любой кусочно-постоянной функ-
ции uδ(·), удовлетворяющей заданным в (3.4) невыпуклым ограничениям,

‖uδ(t)− u∗(t)‖L2 =

√

√

√

√

√

T
∫

0

(uδ(t)− u∗(t))2dt =
√
T 9 0.

Таким образом, пример показывает, что не всегда возможно аппроксимировать нормальное
управление в смысле сильной топологии пространства L2 кусочно-постоянными функциями,
удовлетворяющими заданным невыпуклым ограничениям.

Сходимость аппроксимаций нормального управления понимается в смысле слабой тополо-
гии пространства L2([0, T ],Rm).

Последовательность функций ui(·) ∈ L2([0, T ],Rm) сходится к функции v(·) ∈ L2([0, T ],Rm)
слабо в L2, если

T
∫

0

〈ϕ(t), ui(t)− v(t)〉dt i→∞−→ 0 ∀ϕ(·) ∈ L2([0, T ],Rm), (3.5)

где 〈·, ·〉 — скалярное произведение.
Далее используются следующие обозначения:

U , {u(·) ∈ L2([0, T ],Rm) : u(t) ∈ U п.в. на [0, T ]},
coU , {u(·) ∈ L2([0, T ],Rm) : u(t) ∈ coU п.в. на [0, T ]},

RU , max
u∈coU

‖u‖, RG , max
(t,x)∈D0

‖G(t, x)‖2, Rf , max
(t,x)∈D0

‖f(t, x)‖.
(3.6)

Докажем вспомогательное утверждение.

Утверждение 1. Для функций из множества coU cлабая сходимость в L2 (3.5) экви-
валентна сходимости

T
∫

0

〈ξ(t), ui(t)− v(t)〉dt i→∞−→ 0 ∀ξ(·) ∈ C([0, T ],Rm). (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, все функции из coU ограничены в совокупности
константой RU , а множество непрерывных функций C([0, T ],Rm) всюду плотно в L2([0, T ],
R
m) [8, I.5.18]. Тогда справедливость утверждения следует из теоремы 2 [14, IV.3.2]. �

Справедлива следующая теорема.
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Теорема 1. Выпуклая оболочка множества U (3.6) (множество coU) совпадает с его
замыканием в слабой топологии пространства L2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Во-первых, множество coU (3.6) замкнуто в слабой топологии
пространства L2([0, T ],Rm). Это следует из леммы 1A [15, с. 169], согласно которой множе-
ство coU всех измеримых функций со значениями из компактного выпуклого множества coU
является слабо компактным.

Во-вторых, для любого элемента из coU найдется последовательность элементов из U ,
сходящаяся к нему слабо в L2. Это следует из теоремы 12.6.7 [16, с. 650].

Действительно, рассмотрим банахово сепарабельное самосопряженное [14, IV.2.3.1, с. 210]
пространство R

m. Подмножество coU ⊂ (Rm)∗ = R
m выпукло, ограничено и слабо замкну-

то (так как для конечномерного евклидова пространства сильная и слабая сходимости эк-
вивалентны [14, IV.2.3.1, с. 210]). По построению coU — выпуклая оболочка множества U.
Следовательно, множество U полно во множестве coU (U is total in coU [16, с. 650]). Обозна-
чим через PC(0, T ;U) ⊂ U множество кусочно-постоянных функций на [0, T ] со значениями
из U. Обозначим через R(0, T ; coU) множество измеримых функций со значениями из coU,
т. е. R(0, T ; coU) = coU . Тогда по теореме 12.6.7 [16, с. 650] множество PC(0, T ;U) слабо в
L1([0, T ],Rm), секвенциально плотно во множестве R(0, T ; coU).

По определению L1([0, T ],Rm)-слабой сходимости ([16, с. 625], Theorem 12.2.11).

∀u(·) ∈ coU ∃{uk(·) ∈ PC(0, T ;U) ⊂ U , k = 1, 2, . . .} :

T
∫

0

〈u(t)− uk(t), η(t)〉dt k→∞−→ 0 ∀η(·) ∈ L∞([0, T ],Rm).

В частности, так как C([0, T ],Rm) ⊂ L∞([0, T ],Rm),

T
∫

0

〈u(t)− uk(t), ξ(t)〉dt k→∞−→ 0 ∀ξ(·) ∈ C([0, T ],Rm).

Но тогда из утверждения 1 следует, что последовательность {uk(·)} ⊂ U сходится к u(·) ∈ coU
слабо в L2. �

З а м е ч а н и е 2. Из теоремы 1, в частности, следует, что любую функцию из coU
(в том числе, нормальное управление) можно аппроксимировать в смысле слабой топологии
пространства L2 кусочно-постоянными функциями из U , т. е. измеримыми управлениями, удо-
влетворяющими невыпуклым ограничениям (3.2).

3.4. Корректная постановка ЗРУ

Задача реконструкции управлений заключается в следующем.

Построить по замерам (2.3) наблюдаемой траектории x∗(·), полученным для параметров
δ ∈ (0, δ0] и h ∈ (0, h0], аппроксимирующие кусочно-постоянные управления uδ(·) : [0, T ] → R

m

такие, что

1.

uδ(t) ∈ U, t ∈ [0, T ]. (3.8)

2. Траектории xδ(·), порожденные этими управлениями, равномерно сходятся к наблюда-
емой:

‖xδ(·)− x∗(·)‖C δ→0−→ 0. (3.9)
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3. Эти управления слабо в L2 сходятся к нормальному управлению u∗(·):

T
∫

0

〈ϕ(t), uδ(t)− u∗(t)〉dt δ→0−→ 0 ∀ϕ(·) ∈ L2([0, T ],Rm). (3.10)

4. Решение ЗРУ

Предлагаемый подход к решению ЗРУ (3.8)–(3.10) с невыпуклыми геометрическими огра-
ничениями на управления (2.2) предполагает, что известно решение ЗРУ (3.8)–(3.10) для слу-
чая выпуклых ограничений вида (3.2). Иначе говоря, известен способ построения вспомога-
тельных кусочно-постоянных аппроксимирующих управлений ûδ(·) = ûδ(· ; δ) : [0, T ] → R

m

нормального управления u∗(·), удовлетворяющих выпуклым геометрическим ограничени-
ям (3.2) и условиям ЗРУ (3.9), (3.10).

Будем считать, что эти аппроксимации постоянны на отрезках времени [ti, ti+1]=[ih, (i+1)h]
и имеют вид

ûδ(t) = ûδ,i ∈ coU, t ∈ [ti, ti+1), i = 0, 1, . . . , N − 1. (4.1)

З а м е ч а н и е 3. Известно несколько методов построения вспомогательных аппрокси-
маций с требуемыми свойствами. В частности, отметим ряд методов (см. обзорную статью [5]),
базирующихся на подходе, предложенном А.В.Кряжимским и Ю.С.Осиповым [3].

Нами в работах [10–12] был развит и обоснован другой подход к построению вспомогатель-
ных аппроксимаций ûδ(·), удовлетворяющих выпуклым ограничениям (3.2). Он опирается на
использование конструкций из вспомогательных задач вариационного исчисления на нахож-
дение стационарных точек целевых интегральных функционалов. Особенность подхода за-
ключается в использовании во вспомогательных задачах функционалов, интегранты которых
являются d. c.-функциями [17], представляющими собой разность двух выпуклых функций
(difference convex). Функционалы имеют вид

I(x(·), u(·)) =
T
∫

0

[

− ‖x(t)− yδ(t)‖2
2

+ α2 ‖u(t)− u∗(t)‖2
2

]

dt. (4.2)

Здесь α > 0 — малый регуляризирующий [9] параметр, а функция yδ(·) : [0, T ] → R
n — гладкая

интерполяция дискретных замеров (2.3). Подробный алгоритм построения вспомогательных
аппроксимаций этим методом описан и обоснован в работах [10–12]. Для реализации этого
алгоритма требуется выполнение следующих дополнительных предположений (в дополнение
к предположениям 1, 2 из подразд. 2.3):

3. Размерность управлений m больше либо равна размерности фазовых переменных n.

4. Функции G(·) и f(·) локально липшицевы на D0 по совокупности переменных с констан-
той Липшица L.

5. Ранг матрицы G(t, x) равен n при всех (t, x) ∈ D0.

Заметим, что в работе [11] показана поточечная сходимость аппроксимаций нормального
управления. Однако, для ограниченных функций из нее следует и слабая теорема 13.44 из [13].

На основании выкладок, опубликованных в работе [11], получим оценку невязки траекто-
рий x̂δ(·) : [0, T ] → R

n, порождаемых вспомогательными аппроксимирующими управлениями
ûδ(·), и наблюдаемой траектории x∗(·). В оценке присутствует параметр α > 0 — дополнитель-
ный малый параметр этого метода аппроксимации из вспомогательных функционалов (4.2).
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Лемма 1. Пусть выполняются предположения 1–5. Пусть x̂δ(·) — траектории систе-
мы (2.1), порождаемые вспомогательными аппроксимациями ûδ(·), которые построены по
методу, описанному в [11]. И пусть параметры δ ≤ δ0, h = h(δ) ≤ h0, α = α(δ) > 0 стре-
мятся к нулю в согласовании

α
δ→0−→ 0,

δ

h
δ→0−→ 0, 0 <

α

h2
≤ K0 ≤ ∞. (4.3)

Тогда

‖x̂δ(·)− x∗(·)‖C δ→0−→ 0. (4.4)

Если выбрать параметры h и α следующим образом:

h =
√
δ, α = δ, (4.5)

то найдутся такие константы K1,K2, зависящие от свойств функций G(t, x) и f(t, x) из
динамики (2.1), что

‖x̂δ(t)− x∗(t)‖ ≤ K2e
K1T

√
δ + o(

√
δ), t ∈ [0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обратимся к доказательству теоремы 2 из [11, с. 234–239].
В последней формуле этого доказательства [11, с. 239] дана оценка невязки

‖x̂δ(t)− x∗(t)‖ ≤
(

δ + 2hRGRU + 2TLRU (δ + h(K + 1))
)

eL(RU+1)T

+ 2
RG rû(δ, h, α)

L(RU + 1)

(

eL(RU+1)T − 1
)

, t ∈ [0, T ],
(4.6)

где K , max
u∈U, (t,x)∈D0

‖G(t, x)u + f(t, x)‖, а функция rû(·) определена в формуле (21) из [11].

Введем вспомогательные константы

C1 , L(RU + 1), C2 , 1 + 2TLRU , C3 , 2RGRU + 2TLRU (K + 1), C4 ,
2RG

L(RU + 1)
.

Перепишем оценку (4.6) в этих константах:

‖x̂δ(t)− x∗(t)‖ ≤ eC1T
(

C2δ + C3h+ C4rû(δ, h, α)
)

. (4.7)

Согласно формуле (21) из работы [11]

rû(δ, h, α) , rk(δ, h) +RG⊤Q−1

rx(δ, h, α) + 2δ

h
, (4.8)

где
RG⊤Q−1 , max

(t,x)∈D0

∥

∥G⊤(t, x)
[

G(t, x)G⊤(t, x)
]−1∥

∥

2
,

а функции rk(·) и rx(·) определены в формулах (12), (18) из [11]. Заметим, что матрица
[

G(t, x)G⊤(t, x)
]−1

существует по предположению 5.
Перепишем выражение (4.8) как

rû(δ, h, α) = rk(δ, h) + C5
rx(δ, h, α)

h
+ C6

δ

h
, C5 , RG⊤Q−1 , C6 , 2RG⊤Q−1 . (4.9)

С учетом соотношения (16) из [11] имеем

|rk(δ, h)| ≤ (δ + h(K + 1))
(

LG⊤Q−1(K +Rf ) +RG⊤Q−1L
)

= C7δ + C8h,

C7 ,
(

LG⊤Q−1(K +Rf ) +RG⊤Q−1L
)

, C8 , (K + 1)
(

LG⊤Q−1(K +Rf ) +RG⊤Q−1L
)

,
(4.10)
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где LG⊤Q−1 — константа Липшица матричной функции G(·)
[

G(·)G⊤(·)
]−1

. Показано [11, с. 9],
что она существует.

Далее, из формулы (18) из [11] следует, что

rx(δ, h, α) =
T

h
α(λ∗)0.5n

( L

λ∗
(2δ + h(K + 1)) + 12

α

λ1.5
∗

(2δ + hK)

h2
+ 48

α3

λ2
∗

(2δ + hK)

(h)3

)

+ n
(

48
α2

λ∗

(2δ + hK)

h2
+ 24

α3

λ1.5
∗

(2δ + hK)

h3

)

,

(4.11)

где λ∗ и λ∗ обозначают наименьшее и наибольшее собственные значения матрицы
G(t, x)G⊤(t, x):

λ∗ , min
(t,x)∈D0

λmin(G(t, x)G⊤(t, x)), λ∗ , max
(t,x)∈D0

λmax(G(t, x)G⊤(t, x)).

Показано [11, с. 237], что эти параметры существуют, и 0 < λ∗ ≤ λ∗ < ∞.
Введем вспомогательные константы

C9 , T (λ∗)0.52n
L

λ∗
, C10 , T (λ∗)0.5n

L

λ∗
(K + 1), C11 , 24Tn

(λ∗)0.5

λ1.5
∗

,

C12 , 2TnK
(λ∗)0.5

λ1.5
∗

, C13 , 96Tn
(λ∗)0.5

λ2
∗

, C14 , 48TnK
(λ∗)0.5

λ2
∗

, C15 , 96n
1

λ∗
,

C16 , 48nK
1

λ∗
, C17 , 48n

1

λ1.5
∗

, C18 , 24nK
1

λ1.5
∗

.

Перепишем выражение (4.11) в этих константах:

rx(δ, h, α) = C9
δα

h
+ C10α+ C11

δα2

h3
+C12

α2

h2

+ C13
δα4

h4
+ C14

α4

h3
+ C15

δα2

h2
+ C16

α2

h
+ C17

δα3

h3
+ C18

α3

h2
.

(4.12)

Таким образом, получены оценка для функции rk(·) (4.10) и выражение для rx(·) (4.12). Под-
ставим их в оценку для rû(·) (4.9) и затем в оценку невязки траекторий (4.7):

‖x̂δ(t)− x∗(t)‖ ≤ eC1T

(

δC2 + C4

(

δC7 + hC8 + C6
δ

h
+ C5

(

C9
δα

h2
+ C10

α

h
+ C11

δα2

h4

+C12
α2

h3
+ C13

δα4

h5
+ C14

α4

h4
+ C15

δα2

h3
+ C16

α2

h2
+C17

δα3

h4
+ C18

α3

h3

))

)

.

Несложно проверить, что в таком случае при выполнения условий согласования (4.3) требо-
вание леммы (4.4) будет выполняться.

Приняв параметры h и α согласно (4.5), имеем

‖xδ(t)− x∗(t)‖ ≤ eC1T
(

(C4C8 + C4C5C10 + C6 + C12)
√
δ + (C2 + C4C7 + C4C5C9

+ C4C5C11 + C16)δ + C4C5(C15 + C18)δ
1.5 + C4C5(C14 +C17)δ

2 + C4C5C13δ
2.5

)

.

Пусть K1 , C1, K2 , C4C8 + C4C5C10 + C6 + C12, получаем окончательно

‖x̂δ(t)− x∗(t)‖ ≤ K2e
K1T

√
δ + o(

√
δ), t ∈ [0, T ]. �

Теперь опишем метод построения кусочно-постоянных слабых L2-аппроксимаций uδ(·), ко-
торые удовлетворяют невыпуклым ограничениям (3.2). Будем использовать вспомогательные
слабые L2-аппроксимации ûδ(·) (4.1), удовлетворяющие выпуклым ограничениям (2.2).
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Построение базируется на теореме Каратеодори о структуре выпуклого множества (теоре-
ма 17.1 из [18, c. 171]).

Зафиксируем δ и рассмотрим вспомогательную аппроксимацию ûδ(·). По теореме Кара-
теодори для каждого i-го отрезка [ti, ti+1] и соответствующего значения вспомогательной ап-
проксимации ûδ,i существует выпуклая комбинация точек {ūi,k, k = 1, . . . ,m+1} множества U

такая, что

ûδ,i =
m+1
∑

k=1

λi,k ūi,k,

λi,1 + λi,2 + . . .+ λi,m+1 = 1, 0 ≤ λi,k ≤ 1, k = 1, . . . ,m+ 1.

(4.13)

Базируясь на коэффициентах комбинации (4.13), можно построить дополнительное неравно-
мерное разбиение каждого отрезка [ti, ti+1] на участки длин hλi,1, hλi,2, . . . , hλi,m+1. Для
краткости обозначений назовем эти отрезки Λi,k.

Пусть на каждом i, k-м участке аппроксимации

uδ(t) = ūi,k, t ∈ Λi,k, i = 0, . . . , N − 1, k = 1, . . . ,m+ 1. (4.14)

Таким образом, каждому вспомогательному управлению ûδ(·) ставится в соответствие ап-
проксимация uδ(·), построенная описанным способом (4.13), (4.14). Покажем, что аппроксима-
ции uδ(·) удовлетворяют требованиям ЗРУ (3.8)–(3.10).

Отметим следующее свойство аппроксимаций:

ti+1
∫

ti

(uδ(t)− ûδ(t))dt = 0, i = 0, . . . , N − 1. (4.15)

Действительно, по построению (4.13)

ti+1
∫

ti

(uδ(t)− ûδ(t))dt =
m+1
∑

k=1

∫

Λi,k

(ūi,k − ûδ,i)dt =
m+1
∑

k=1

[hλi,j ūi,k]− hûδ,i = 0.

Покажем теперь, что построенные аппроксимации uδ(·) сходятся слабо в L2 к нормальному
управлению.

Лемма 2. Пусть аппроксимации uδ(·) построены на основании вспомогательных аппрок-
симаций ûδ(·) (4.1) по описанному способу (4.13), (4.14).

Тогда выполняется условие слабой L2-сходимости управлений uδ(·) → u∗(·) (3.10).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала покажем, что имеет место сходимость (3.7):

T
∫

0

〈ξ(t), uδ(t)− ûδ(t)〉dt δ→0−→ 0 ∀ξ(·) ∈ C([0, T ],Rm).

Разложим интеграл

∣

∣

∣

∣

∣

T
∫

0

〈ξ(t), uδ(t)− ûδ(t)〉dt
∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

i=0

[

ti+1
∫

ti

〈ξ(t)− ξ(ti) + ξ(ti), uδ(t)− ûδ(t)〉dt
]

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

N−1
∑

i=0

[

ti+1
∫

ti

〈ξ(t)− ξ(ti), uδ(t)− ûδ(t)〉dt+
〈

ξ(ti),

{

ti+1
∫

ti

(uδ(t)− ûδ(t))dt

}〉]

∣

∣

∣

∣

∣

.

(4.16)
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По свойству аппроксимаций (4.15) интегралы в фигурных скобках обращаются в ноль.
Оценим приращение непрерывной функции ξ(·) через ее модуль непрерывности ωξ(·):

‖ξ(t)− ξ(ti)‖ ≤ ωξ(h). (4.17)

Подставим оценку (4.17) в (4.16):

∣

∣

∣

∣

∣

T
∫

0

〈ξ(t), uδ(t)− ûδ(t)〉dt
∣

∣

∣

∣

∣

≤
N−1
∑

i=0

hωξ(h)2RU ≤ 2Tωξ(h)RU
h→0−→ 0,

поскольку N = ⌈T/h⌉.
Сходимость (3.7) доказана.
Из утверждения 1 следует, что в таком случае имеет место и слабая сходимость в про-

странстве L2:
T
∫

0

〈ϕ(t), uδ(t)− ûδ(t)〉dt δ→0−→ 0 ∀ϕ(·) ∈ L2([0, T ],Rm). (4.18)

Но предполагается, что по условию ЗРУ (3.10) вспомогательные аппроксимации ûδ(·) (4.1)
сами сходятся слабо в L2 к u∗(·). А значит, из (4.18) следует, что и аппроксимации uδ(·) слабо
сходятся к u∗(·). �

Покажем теперь, что выполняется условие сходимости траекторий (3.9), и получим оценку
невязки траекторий.

Лемма 3. Пусть аппроксимации uδ(·) построены на основании вспомогательных аппрок-
симаций ûδ(·) (4.1) по описанному способу (4.13)), (4.14). И пусть xδ(·) и x̂δ(·) — траектории
системы (2.1), порождаемые соответственно аппроксимациями uδ(·) и ûδ(·) при одинаковых
краевых условиях.

Тогда найдется такая величина Rxδ
(h) > 0, что

Rxδ
(h)

h→0−→ 0, ‖xδ(t)− x̂δ(t)‖ ≤ Rxδ
(h), t ∈ [0, T ].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим невязку

‖xδ(t)− x̂δ(t)‖ =

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[

G(τ, xδ(τ))uδ(τ)−G(τ, x̂δ(τ))ûδ(τ)
[

±G(τ, x̂δ(τ))uδ(τ)
]

+ f(τ, xδ(τ)) − f(τ, x̂δ(τ))

]

dτ

∥

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[

G(τ, x̂δ(τ))(uδ(τ)− ûδ(τ))
]

dτ

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[

(G(τ, xδ(τ))−G(τ, x̂δ(τ)))uδ(τ)
]

dτ

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[

f(τ, xδ(τ))− f(τ, x̂δ(τ))

]

dτ

∥

∥

∥

∥

, At +Bt +Ct.

(4.19)

I. В выражении (4.19) оценим сначала первое слагаемое At.
Будем предполагать, что вспомогательные аппроксимации ûδ(·) удовлетворяют усло-

вию (3.2) и условиям ЗРУ (3.9), (3.10). Тогда, во-первых, ‖ûδ(t)‖ ≤ RU , и, во-вторых, в
силу равномерной сходимости траекторий (3.9) (условие ЗРУ (3.9)) найдется такое значение
δ̂0 ∈ (0, δ0], что при δ ∈ (0, δ̂0]

x̂δ(t) ∈ Ψ =⇒ ‖G(t, x̂δ(t))‖2 ≤ RG, ‖f(t, x̂δ(t))‖ ≤ Rf , t ∈ [0, T ]
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по определениям (3.6). Компакт Ψ определен в предположении 1 (подразд. 2.3, формула (2.4)).

Для любого момента t ∈ [0, T ] можно подобрать номер j = j(t) такой, что t ∈ [tj, tj+1], и

At =

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[

G(τ, x̂δ(τ))(uδ(τ)− ûδ(τ))
]

dτ

∥

∥

∥

∥

≤
∥

∥

∥

∥

∥

j−1
∑

i=0

[

ti+1
∫

ti

[

(

G(τ, x̂δ(τ))
[

±G(ti, x̂δ(ti))
])

(uδ(τ)− ûδ(τ))

]

dτ

]

∥

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

t
∫

tj

[

G(τ, x̂δ(τ))(uδ(τ)− ûδ(τ))
]

dτ

∥

∥

∥

∥

≤
j−1
∑

i=0

[ ti+1
∫

ti

[

‖G(τ, x̂δ(τ))−G(ti, x̂δ(ti))‖ ‖uδ(τ)− ûδ(τ)‖
]

dτ

+

∥

∥

∥

∥

G(ti, x̂δ(ti))

{

ti+1
∫

ti

(uδ(τ)− ûδ(τ))dτ

}∥

∥

∥

∥

]

+ hRG2RU .

(4.20)

По свойству аппроксимаций (4.15) в последнем выражении обращаются в ноль интегралы в
фигурных скобках.

В силу свойств (2.5) матрицы G(·)

‖G(τ, x̂δ(τ)) −G(ti, x̂δ(ti))‖ ≤ ωG(h) + L‖x̂δ(τ)− x̂δ(ti)‖, (4.21)

где ωG(·) — модуль непрерывности функции ‖G(·)‖.
При τ ∈ [ti, ti+1]: ‖x̂δ(τ)− x̂δ(ti)‖ ≤

∫ τ

ti

‖G(θ, x̂δ(θ))ûδ(θ) + f(θ, x̂δ(θ))‖ dθ ≤ h(RGRU + Rf ).

А значит, возвращаясь к неравенству (4.21),

‖G(τ, x̂δ(τ))−G(ti, x̂δ(ti))‖ ≤ ωG(h) + hL(RGRU +Rf ), τ ∈ [ti, ti+1]. (4.22)

Подставим оценку (4.22) в (4.20):

At ≤
N−1
∑

i=1

[

h
(

ωG(h) + hL(RGRU +Rf )
)

2RU

]

+ h 2RGRU

≤ 2RUT
(

ωG(h) + hL(RGRU +Rf )
)

+ h 2RGRU ,

(4.23)

поскольку N = ⌈T/h⌉.
II. Оценим слагаемое Bt из выражения (4.19). В силу липшицевости (2.5) матрицы G(·)

Bt =

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[(

G(τ, xδ(τ))−G(τ, x̂δ(τ))
)

uδ(τ)
]

dτ

∥

∥

∥

∥

≤
t

∫

0

[

L‖xδ(τ)− x̂δ(τ)‖ ‖uδ(τ)‖
]

dτ. (4.24)

III. Оценим слагаемое Ct из выражения (4.19). В силу липшицевости (2.5) вектора f(·)

Ct =

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

[

f(τ, xδ(τ)) − f(τ, x̂δ(τ))
]

dτ

∥

∥

∥

∥

≤
t

∫

0

L‖xδ(τ)− x̂δ(τ)‖dτ. (4.25)
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Наконец, подставив оценки для At (4.23), Bt (4.24) и Ct (4.25) в оценку невязки (4.19),
получаем

‖xδ(t)− x̂δ(t)‖ ≤ 2RUT
(

ωG(h) + hL(RGRU +Rf )
)

+ h 2RGRU +

t
∫

0

[L‖xδ(τ)− x̂δ(τ)‖(‖uδ(τ)‖+ 1)] dτ.

Тогда по лемме Гронуолла — Беллмана

‖xδ(t)− x̂δ(t)‖ ≤
(

2RUTωG(h) +
(

2RUTL(RGRU +Rf ) + 2RGRU

)

h
)

eLT (RU+1)

,
(

K3ωG(h) +K4h
)

eK1T , Rxδ
(h)

h→0−→ 0,

K3 , 2RUT, K4 , 2RUTL(RGRU +Rf ) + 2RGRU . �

Из лемм 1 и 3 следует справедливость теоремы 2.

Теорема 2. Пусть выполняются предположения 1–5. Пусть xδ(·) — траектории систе-
мы (2.1), порождаемые аппроксимациями uδ(·) (4.13)), (4.14). И пусть параметры δ ≤ δ0, h =

h(δ) ≤ h0, α = α(δ) > 0 стремятся к нулю в согласовании (4.3). Тогда ‖xδ(·) − x∗(·)‖C δ→0−→ 0.
Если выбрать параметры h и α по формуле (4.5), то найдутся такие константы K1,

K3, K5, зависящие от свойств функций G(t, x) и f(t, x) из динамики (2.1), что

‖xδ(t)− x∗(t)‖ ≤ eK1T (K3ωG(
√
δ) +K5

√
δ) + o(δ).

Заключение

Рассмотрена задача реконструкции управлений для динамических детерминированных
аффинно-управляемых систем, допускающая возникновение скользящих управлений, в слу-
чае невыпуклых геометрических ограничений на управления. Задача состоит в реконструкции
неизвестного управления, порождающего наблюдаемую траекторию, на основании неточных
дискретных замеров этой траектории.

Дано определение нормального управления — измеримого управления, порождающего на-
блюдаемую траекторию и определяемого единственным образом.

Показано, что в рассмотренном случае следует использовать сходимость аппроксимаций
нормального управления в слабой топологии пространства L2.

Поставлена корректная задача реконструкции нормального управления. Предложено и
обосновано ее решение.

Авторы статьи выражают благодарность Михаилу Игоревичу Гомоюнову за ценные пред-
ложения и обсуждение данной работы.
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